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Koeffizienten
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- k (Anzahl der Perioden)
L sin-Koeff.

H cos-Koeff.

FFrFrrFrrFrrFrrFrrryr

sin-Koeffizienten: A= -y
cos-Koeffizienten: b = by

=> unterschiedliche Periodenléngen liefern
z.T. identische Werte: Aliasing

Aliasing jenseits der Nyquist-Frequenz
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0.5

0.0

-0.5 1

o x(t)
—x—k=6

—+—k=24

fir n= 30:
k,=6 =>P;=306=5

T T T k2: 24 => PZ: 30/24=1.25
4 6 8 10 | P,=4P,

Nyquist-Theorem = Abtasttheorem: o, = z Keox =N/2 Py, = 2At

At




Frequenzen, Zeiten, Langen, Perioden, ...

Eine aquidistante Zeitreihe mit Messintervall (Zeitauflosung) At und n
Werten

Lange der Messperiode [2]
Anzahl der Perioden im Datensatz k=T/PR, []

Periodenlange P =Tlk=1f=2zl0, [Z]
fot_o0_ ko 1
Frequenz K P. 27 n-At [Z1
Kreisfrequenz o, =2r71B =211, [z4
harmonische Frequenz o = 27[15_ keNAk>1 [27]
Grundfrequenz, Frequenzauflésung o, =Aw = %I'i Kin =1 P =T
Nyquist-Theorem, Abtasttheorem Oy = i K.ex =N/2 P, =2At
Rekonstruktion
4
X sin, k=3
3 sin, k=4 sin, k=6
) sin, k=12 cos, k=3




Fouriertransformation

Jede periodische Zeitreihe x(t) lasst sich auch im Frequenzraum
darstellen:

F(K) =t21[)§609(2”'t'9 )—ii(ﬁgn(z”*ﬁ) j

== Verwendung der selektiven Fouriertransformation als Filter:
 Tiefpassfilterung: Eliminieren der hochfrequenten Anteile
e Hochpassfilterung:  Eliminieren der niederfrequenten Anteile

e Bandpassfilterung: Eliminierung aller Anteile auBerhalb eines
bestimmten Frequenzbereiches

Bestimmte Koeffizienten

2.0
\
151 N == Sin-Koeff. (Excel)
: == Cos-Koeff. (Excel)
: —e— Sin-Koeff. (Statistica)
101 : —a— Cos-Koeff. (Statistica)
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Fast Fourier Transformation (FFT)

* Numerisch schnelles numerisches Verfahren
e fiir n=2" Werte:

lediglich pn=p-2° statt n>=2" Multiplikationen erforderlich
e Prinzip:

Die diskrete Fourier-Transformation eines Datensatzes der Lange n

Ist gleich
der Summe der beiden diskreten Fouriertransformationen der Lange n/2
(getrennt fur geradzahlige und ungeradzahlige t)

Fast Fourier Transformation (FFT)

n-1
F(k) — ZeZﬂijk/n f]'
j=0

"& K2/ "&' ik(2j+1)/
— 7l J)in il j+1)/n
=>Ye f,,+> e foin

j=0 j=0
"&, ik I(n/2) K&, ikj I(n/2)
— K| /(N ki /(n
=>Ye f,, +W > e foin
=0 =0
_E9 Wk U
=F +W"-F,

, Index g: fur geradzahlige t
W = eZm/n
Index u: fir ungeradzahlige t




Leakage

2.0

15 == Sin-Koeff. (Excel)
= Cos-Koeff. (Excel)
—e— Sin-Koeff. (Statistica)
10 —a— Cos-Koeff. i
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k (Anzahl der Perioden)
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Leakage = ,Einsickern“ einer Frequenz in benachbarte Frequenzen

Gegenmalinahmen:

1.

3.

Erhéhung der Abtastrate durch Padding (,Polstern“) = Auffillen der Zeitreihe

mit Nullen
Gewichtung der Daten am Anfang und Ende der Zeitreihe durch 7apering

(»Zuspitzung*)
Gldttung des Periodogramms -> Spektrale Dichte

Datentransformation

Spekllalanalyse [Fourier-Analyse): Aufgabe_Fourieranalyse. sta
0K [Fourier-Analyze fur Einzelreihe) I

Fest | Wariable |_Langer Name fui Variable [Reihe) | Abbrechen |

L WaR1
E Optionenv I

4Padding“ = ,Aufpolstern‘:
Auffillen der Zeitreihe mit Nullen
zur Erhéhung der Auflésung und
/ zur Erleichterung der FFT

Anzahl Backups pro Yariable [Reihe]: |3_ E Variablen speichern

Standard  Detals | Autokenelationen | ‘Werte & Flots / Deskr. |

/r— Padding der Ausgangstsihe
& Kein Fadding; exakte Lange verwenden

‘ | € M Mullen am ReihenEnde anfiigen
= Fourier-&nalpse fir 2 Reihen [abh, Var. auswahleg) =
N= |

5] bhangige Varable: | V&R \ £ Lange auf 2er-Potenz kiizen /
n

N Léings suf 2er-Poterz verlingss

Fourier-Analyss fiir Einzelreihe

V4

Vermeidung hoher
Koeffizienten fir

\ sehr niedrige
,Tapering“ = ,Zuspitzung“: Frequenzen —

Schwéchere Gewichtung
eines Teils der Daten am
Anfang und am Ende der
Zeitreihe




Parsevalsches Theorem

Die totale Varianz der Werte ist gleich der Summe der Varianzen der
einzelnen Frequenzen:

n/2

o*(x) = ZGE(X)

— Energie ist im Zeit- und Frequenzraum gleich

Definition - Energie eines Signals: E = Z‘X(tk)‘z
k=—o

(Beachte: keine Entsprechung in der Zeitdoméne!)

Varianzen der Rekonstruktion
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Periodogramm

zur Bestimmung der Aufteilung der Varianz auf die einzelnen

Frequenzen bzw. Periodenlangen

Berechnung anhand der Fourier-Koeffizienten:

(@) =(af +5)-2

oft: Summe auf 1 normiert => entspricht Anteil der Varianz, der

durch einzelne Frequenz erklart wird

Periodogramm

Darstellung der Varianzanteile fur die einzelnen

Frequenzen bzw. Phasenlangen

25 25

Periodogramm-Werte

0
000 005 010 015 020 02 030 035 040 0. 5

Frequenz

0
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 22 24 26 28 30 32

Periode

25

20

15
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Kumulatives Periodogramm

Periodogramm: (o) = (af + bkz)

NI S

k n/2
Kumulatives Periodogramm: = | / |
(normiert auf Summe = 1) S(wk) |Z:1: (a), ) =1 (WI )

Bei weissem Rauschen: gerade Linie von (0,0) nach (r, 1)
=> Signifikanztest gegen weilRes Rauschen!
¢ -Signifikanz: Senkrechter Abstand zur Geraden:

d
Cl=4—*— mit

) | 0,01 0,05 010 025
[2} 1,63 1,36 122 1,02

&
ds

Kumulatives Periodogramm: Beispiel

Lehstenbach/Fichtelgebirge, Tageswerte

1 s
0.8 -
0.6 _|
95% Sig. Linie
04 -+ — Regen
—— Nitrat
—— Temperatur
0.2 1 — Abfluss
/ weisses Rauschen
0 é 1 } t }
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

f (1/d)




Kumulatives Periodogramm: Beispiel

Steinkreuz/Steigerwald, Stundenwerte

1 I
95% Sig. Linie
0.8 — Regen ]
—— Nitrat
—— Temperatur
0.6 — Abfluss 7
weisses Rauschen
0.4
0.2
0 L L L
0 0.5 1 1.5 2

f (1/d)

Periodogramm als Schatzer

Periodogramm als Schétzer fir das Spektrum des die Zeitreihe erzeugende Prozesses:

= positiv: Erwartungswert des Periodogramms konvergiert mit zunehmender Léange der
Zeitreihe

* negativ. die Varianz des Schétzers nimmt nicht mit zunehmender Lange des
Datensatzes ab, da neu hinzukommende Information in die Verwendung von mehr
Fourier-Stitzstellen, und nicht in die Verringerung der Varianz an den einzelnen
Stiitzstellen flief3t:

e Erhdhung der Abtastrate => Verschiebung der Nyquist-Frequenz, d.h., Erfassung
neuer Spektralanteile

» Verlangerung der Zeitreihe bei gleicher Abtastbreite => dichtere Verteilung der
gleichbleibend ungenauen Schéatzwerte.

=> verlallichere Spektralschatzer zur Schatzung des der Zeitreihe zugrunde liegenden
Prozel3spektrums gesucht




Endliches weil3es Rauschen

a)

o

=
-
=

N=100

]

M
i |ﬁ Hl f ;
m”\nlj mulh "“.' ." |
l
N Em; :m 0 ) I h
(c)
§ N = 1,000

Spectral density

Frequency (0o 7)

Fig. 12.2 Sample spectrum of a white noise process.

Powerspektrum und Varianz

me (a)
x(t)

Lﬁ/ 'UWWWVWWW Tﬁ\f\mﬁymwyb.\ M m ﬂ JL

oe =
T(w)
- )
Lo T w2 "
Ttand % <)
vor "
o ’
i |
o
0 YT - -
Figure 13.11: Time series (a) 15 lograms of an AR(2) §
(b) with N = 1024 in the vl (e) with &~ 'k
solid curve e the 1m. The fluc 1
abate with reasing N,
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Spektogramm

= Darstellung der Spektraldichten

» erfordert in der Regel eine Glattung des Periodogramms
zur Verringerung von Bias und Varianz und zur Erh6hung
der Stabilitat der Schatzer

e Glattung erfolgt i.d.R. Uber Fenstertechniken =
stuckweise Gewichtung der Daten

* in der Zeitdoméane: Bartlett-Fenster

* in der Frequenzdomane: Daniell-, Tukey-Hanning-,
Hamming-, Parzen-Fenster

Typische Spektralschatzer: Versatzfenster

— Daniell
Bartlett

— Tukey

—— Hamming

— Parzen

/N
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Beispiel: letzte Aufgabe

40 60%
(]
©
% — Periodogramm
s 307 —— Spektrale Dichte
2 , ) + 40%
s —— Anteil erkl. Varianz
N2
g 5 20 1
g0
3 + 20%
2 10~
©
Qo
3 A
o 0 ‘ ‘ > ; 0%

0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
Frequenz (1/d t)

Fenster: Hamming

Aufgabe

Uberpriifen Sie dabei das Parsevalsche Theorem, indem Sie die
Varianz der Zeitreihe in Aufgabe_Fourieranalyse.x/s mit der Summe
der Varianzen der einzelnen rekonstruierten Basisfunktionen
vergleichen.

Vergleichen Sie das kumulative Periodogramm fir den Datensatz mit
der kumulierten Varianz der rekonstruierten Basisfunktionen.

Erstellen Sie die Periodogramme flr den Datensatz Datensatz. x/s.

Bestimmen Sie jeweils die drei wichtigsten Frequenzen und flhren
Sie damit eine Bandpassfilterung durch. Welcher Anteil der Varianz
der urspringlichen Zeitreihe wird dadurch rekonstruiert?
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