Hauptkomponentenanalyse

Geometrische Interpretation:

Rotation des hochdimensionalen, orthogonalen Koordinatensystems
so0, dass einige Achsen moglichst durch die Datenwolken verlaufen

(vorher Zentrierung des Koordinatensystems auf den Schwerpunkt
der Daten)

=> Multiplikation der Datenmatrix mit einer Rotationsmatrix A _| Cosx sna
|-sina cosa

- die neuen Achsen: Eigenvektoren (orthogonal)

- Verteilung der Varianz auf die Achsen: Eigenwerte

Prinzip der SSA

Ziel: Identifizierung unregelméfiger Periodizitaten in einer Zeitreihe

Ansatz: Durchfiihrung einer Hauptkomponentenanalyse anhand der
Toeplitz-Matrix (= Zeitreihe k-fach gegen sich selbst verschoben)

Prinzip: Periodizitadten daran erkennbar, dass die entsprechend
gegeneinander verschobenen Zeitreihen korreliert sind
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Mathematisch

Aus der Zeitreihe x = x(t) werden (m+1) - Einbettungsvektoren
R(t) = (% =X, X g0 = Koo X = X)

gebildet (n-m+1 verschiedene). Diese bilden die Zeilen der (n-m+1) x

(m+ 1)-Matrix.

C,=%.,=-X und T=(C'C) istdie Lag-Kovarianz-Matrix:

1 &L
= n|j- | D XK (Toeplitz-Matrix der Zeitreihe)

Mathematisch

* Die Toeplitz-Matrix wird diagonalisiert:

T=E"AE A=diag(4,4,,...4,)

A2A,> 2.2, >0

Exakte Darstellung mit den Eigenfunktionen £ (empirische orthogonale
Funktionen = EOF)

X.; = >, AE] , wobei A=CE
k=1




SSA und Spektralanalyse

Das Spektrum einzelner EOFs ist in der Regel einfach (ein oder zwei
Peaks)

Bzgl. Frequenzen kommen alle signifikanten EOFs immer paarweise
vor (vergl. Fourieranalyse)

Signifikante EOFs bestehen den Test auf rotes Rauschen:

¢RN(f)Oc (a+bf )_2

Beispiel

1. RC + 2. RC: 10.5% der Gesamt-Varianz
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Parameter der SSA

Time lag =: erster Nullwert der Autokorrelationsfunktion

Einbettungsdimension m: Kompromiss zwischen moglichst
vielen Datenfenstern und moglichst vielen Basisfunktionen

(Periodizitaten). Empfehlung: 0.2 -n<m <0.5-n

Verarbeitung der Ergebnisse

* Quantifizierung des Anteils der Varianz, der auf die einzelnen
Komponenten entféllt (proportional zu den Eigenwerten)

e Bestimmung des Spektrums bzw. der vorherrschenden
Frequenz der signifikanten Komponenten (in der Regel jeweils
zwei Komponenten der gleichen Frequenz)

e Untersuchung des zeitlichen Verlaufs einzelner rekonstruierter

Komponenten 1 mo
Re)= - 3> AE!

keK j=1




Anzahl der signifikanten Komponenten
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SSA Spektrum und Test gegen rotes
Rauschen I1: Abfluss
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Rekonstruierte Komponenten
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Rekonstruierte Komponenten

SSA-Komponenten fiir Abflusspegel in Bayern (Langzeitbereich) — Oberammergau (Ammer)
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Rekonstruierte Komponenten

SSA-Components of Rhein Tributaries




Anteil an der Gesamtvarianz

Rekonstruierte Komponenten
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Intuitives Synchronizitatsmalfd

Analog zu Kohéarenzintegralen in der Signaltheorie:

bch ()RC, (t)dt

Scoh - b
\/ j (RC,(t)(RC, (1) d
-1<S_ <1

coh —

S, =1: perfekte Synchronizitat




Synchronizitat von SSA Komponenten
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Vielkanal-SSA: Beispiel

Shun und Duffy, Water Resources Research 35, 191-201 (1999):
+ Wasatch-Gebirge, Utah/USA

* Messungen von Temperatur, Niederschlag und Abfluss in 9

verschiedenen Hohenstufen (1287 — 2760 m 0.NN)

« Datensatzlange zwischen 522 und 1008 Monaten

Unterteilung in drei Regionen
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Eigenwerte
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Experiment Pair years %
Precipitation 1-2 1 30.8
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Rekonstruierte Komponenten

annual cycle low-frequency oscillation {decadal)
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Figure 5. Root-mean-square (rms) amplitude and mean (lime average) versus elevation for temperature,
precipitation, and runoff.
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Aufgabe

. Erstellen Sie fur die Tageswerte von Niederschlag, Temperatur
oder Abfluss die Toplitz-Matrix fur die maximal magliche
Einbettungsdimension und einem sinnvollen Zeitversatz.

. Fuhren Sie damit in Statistica eine Hauptkomponentenanalyse
durch.

. Identifizieren Sie von den Komponenten mit Eigenwert >1
jeweils die beiden zusammengehérigen Komponenten, addieren
Sie die Werte, und bestimmen Sie die Periodenlange.

. Plotten Sie die Zeitreihen der wichtigsten Komponenten und
vergleichen Sie sie mit der ursprunglichen Zeitreihe.
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