Optimierung des Modells

1. Priifung, ob die p und q fiir die gréBten Lags signifikant von 0 verschieden
(t-Test) — wenn nicht, Ordnung erhéhen oder erniedrigen

2. Priifen, ob die Residuen autokorreliert sind — wenn ja, p oder q erhéhen

3. Visueller Test, ob das Modell die wichtigsten Eigenschaften der Zeitreihe
reproduziert

4. Uberpriifung der Vorhersageleistung des Modells

5. Akaike- oder Schwarz-Informationskriterium

Zeitreihen mit langem Gedachtnis

Das Gedachtnis M einer Zeitreihe ergibt sich aus den

Autokorrelationskoeffizienten: 4 — i’] /’k|
k=—o0

Langes Gedachtnis: M =
z.B. algebraisches Abklingen fiir groBe Abstinde: poc1/k* mit 0 <a<l1

ARIMA(p,q)-Modelle: Autokorrelation fallt exponentiell fiir groBe

Abstande => Langzeitgedachtnis wird unterschatzt




Differenzenoperator fiir
nicht-ganzzahlige d

Wiederholung: Der Differenzenoperator fiir d = 1:
X'(t)=x(t)-x(t_,)=(1-B)x(t)
Zweite Differenz (= Differenz der Differenzen) fir d = 2:

X(1) =[xt - xt)l- Xt ) -t )]
= x(t,)-2x(t,_, )+ x(t_,)
= x(t. ) - 2B[x(t,)]+ B*[x(t)]

- (1-B)'x(t)

allgemein:  (1— B)d xt) —|[vi=1-B)°

Der Differenzenoperator fiir
nicht-ganzzahlige d

Entwicklung in eine Taylorreihe:

_dd-1) 5. _d(d-D@-2) 55
5 .

Vi=(1-B)=1-dB

=> alle vorangegangenen Zeitpunkte tauchen auf (bis zum Abbruch)!

=> unendlich langes Gedachtnis




Verhalten von FARIMA(p,d,q)-Modellen

d=0

d >0 ganzzahlig
d>-0.5

d<0.5

0<d<0.5

Verhalten der Autokorrelation:

Normales ARMA-Modell,
kurzreichweitig

Normales ARIMA-Modell,
kurzreichweitig
invertierbar

stationar

Langes Gedachtnis

oc k—1+2d

d heiBt Persistenz-Parameter (d=0 keine, d=0.5 maximale Persistenz)

FARIMA-Modell: Beispiel

Quelle: Montanari et al. (WRR 33, 1035-1044 (1997); WRR 36, 1249-1259

(2000))

Datensatz: Zufluss zum Lago Maggiore 1943-1994

e 51 Jahre taglicher Werte, 18748 Datenpunkte




Vorgehensweise

1. Elimination von periodischen Instationaritaten:
Desaisonalisierung mit geeignetem Verfahren

2. Berechnung der Autokorrelation fiir die desaisonalisierte Reihe
und Abschatzung der benétigten Terme fiir den Differenzenoperator

3. Gdf. Transformation der Daten, um Normalverteilung zu approximieren
(Box-Cox-Transformation) (nicht immer nétig)

4. Bestimmung einer ersten Schatzung fiir d (s. Hurst-Analyse)

5. Wahl von pund g und Ermittlung der optimalen Koeffizienten mit
Maximum Likelihood-Verfahren

6. Auswahl des besten Modells mit dem Akaike-Informations-Kriterium

Autokorrelation
(desaisonalisierte Daten)

0.9

0.8

0.7 --- Confidence bands of the
0.6 zero value at the 95%
0.5 significance level

Autocorrelation function

=> Langreichweitige Autokorrelationen sind klar vorhanden;
die Entwicklung des Differenzenoperators sollte ca. 100 Terme umfassen.




Optimales Modell

Table 2. Portmanteau Statistic on the Residuals of the
Estimated FARIMA (1, d, 1) Model and on the Residuals
of Short-Memory ARIMA Models With Three Parameters

Portmanteau Statistic

at Lag
Maodel 10 15 20
Maximum admissible value (a (.95) 14.1 21.00 27.6
FARIMA (1, (.38, 1) 35.0 519
ARIMA (3, (. () 115.4 216.6 270.7
ARIMA (2,0, 1) 3IRY 5154 64,2
ARIMA (1, 0, 2) 79.7 123 181.2
ARIMA (0, 0, 3) 28705 36289 40562

=> optimales Modell ist FARIMA(1,0.38,1):

(1-0.11B)(1-B)"*x(t) = (1+0.23B)n(t)

Uberpriifung des Modells

1. Untersuchung der Residuen (unkorreliertes GauBsches
Rauschen?) mit dem Portmanteau-Test

2. Rekonstruktion der Zeitreihe mit dem besten Modell und
Vergleich von Autokorrelation und Wahrscheinlichkeitsverteilung

3. Falls erfolgreich: Abflussgenerator gefunden!




Autokorrelation der Residuen

1 'I'l"|'|'|'|'i" ".|”1|II]- .1]_ e — ,I.“.”,l |'!-!|IJt"I'I|'|'“'||

Lag

Autocorrelation function residuals of the FARIMA
(1.4, 1) model applied to Lake Maggiore mean daily inflows
(1943-1994). The two dashed lines show the 95% Gaussian
V1N, where N s the

Figure 10.

confidence bands, displaced at =1.96

sample dimension.

=> Das Restrauschen ist nicht signifikant autokorreliert

Verteilung der Residuen

Sample data (m

=> Das Restrauschen ist nicht normalverteilt




Vergleich Daten-Modell

« Simulated data

Observed data

Das Hurst-Phanomen

Beobachtung (Hurst 1951):

Der Wertebereich  oder die Hohe von Extremereignissen hangt von
der gewahlten Zeitaufldsung oder Aggregation K wie eine Potenzfunktion
ab:

qoc k" H: Hurst-Koeffizient (-Exponent)

Theoretische Rechnung: Bei Prozessen erster Ordnung
(Random Walk, ARIMA(0,1,0), Brownsche Bewegung) gilt

H=05
Beobachtung an Nil-Hochwaéssern (2000 Jahre):
H =0.79£0.04

=> die Extremereignisse wachsen sehr viel schneller an: Persistenz
bzw. ,Joseph-Effekt" (Mandelbrot and Wallis 1968)




Das Nilometer

Langste

hydrologische
Zeitreihe der Welt:

621-1921

aus: Sutcliffe and Parks (1999)

A.D.

Plate 12 Interior of the Nilometer, Roda Island, Cairo

Monthly flows (10° m*/s)
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Beispiel Nil: Autokorrelation

0.9 4
=
(=] ! .
= — Confidence bands of the
S 0.7 zero value at the 95%
= 1 | significance level
=
o U.Sf . -
g
@
'a' 0.3 4
S
.r?: 0.1 1 Ill '.. L Il I II I
11 | 1 — | | I
L L 1} Ld §
-0.1
0 10 20 30 40 50
Lag

Figure 3. Autocorrelation function of the deseasonalized
Nile River monthly flows at Aswan (August 1872 to September
1994).
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Nil-Wahrscheinlichkeiten
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Bestimmung des Hurst-Koeffizienten

Eine Vielzahl von Methoden, die (theoretisch) zum gleichen Ergebnis fuhren:
« Autokorrelation: po(k)=C-k™ und H= 1—%
+ Spektralanalyse

» Rescaled Range Analysis (R/S) (Hurst et al. 1965, Mandelbrot et al. 1968 ff.)
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Spektralanalyse

— Power-Law-Verhalten bei niedrigen Frequenzen:

Power-Spektrum: SDoc% mit B=2H+1

(Steigung der Regressionsgeraden im doppeltlogarithmischen Plot)

100
10
1
Regen ——
Abfluss ——
0.1
0.01 0.1

f (1/d)

Random Walk

= Brownsches Rauschen

= 1/f-Rauschen mit der Spektralen Dichte
S:)oc% mit H=05 bzw. B=2H+1=2

A

Autokorrelation der x(ti+1)-x(ti): T
p(k) -0V k W l,.\‘l|.‘ i P l_““:\‘

! l
kJ n A
W Y

Erweiterung: Fraktales Brownsches Rauschen | . i 50 !
= Fractional Gaussian Noise: 0.5 < H <1 T

i AARA

(Saupe 1988)
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Die R/S Methode zur Hurst Statistik

1. Bestimme den mittleren Quotienten zwischen Spannweite R
(Range) und Standardabweichung obzw. S der x(t) fir Fenster

der Lange 1 (t 28), R(r)=max[x(t)] — min[X(t)]

R(7)
(1)

2. Fuhre die Analyse fir Fenster unterschiedlicher Lange durch

R/S=

3. Trage den R/S-Quotienten gegen die Fensterlange auf

(doppeltlogarithmische Grafik) und bestimme die Steigung der

Regressiongeraden H bzw. :log( zzfn/log(r)
T

Beriicksichtigung lokaler Trends

1. Berechnung jeweils fiir einzelne Fenster der Lange k:
. . . i
» Abweichungen vom linearen Verhalten D(n,i,k) = x,,, — E(X"*k -X,)

* Bereichsstatistik R(n,k) = max D(n,i, k) - grg.ig D(n,i,k)
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Beriicksichtigung lokaler Trends

1. Berechnung jeweils fiir einzelne Fenster der Lange k:
. i
» Abweichungen vom linearen Verhalten D(n,i,k) = x,,, — E(X"*k -X,)

* Bereichsstatistik R(n,k) = max D(n,i,k)- 5‘3}3 D(n,i,k)

n+k

(x(t,) = X(n,k))*

i=n+1

¢ Standardabweichung im Fenster o (n,k) = \/&Z

_R(n,k)

2. Test-Statistik (gemittelt Uber alle Fenster der Lange k): | g(n, k) (0.5
o s

3. Erneute Berechnung fiir variierte k

4. Plotte log g gegen log k und bestimme die Steigung H

Eigenschaften des Hurst-Exponenten

Klassifikation von Prozessen:
e Persistenz (H > 0.5),
¢ Anti-Persistenz (H < 0.5),
e Brownsches Rauschen (H = 0.5)

¢ Niederschlag meistens in der Nahe von H=0.5

o Typischer Abflusswert (Weltmittel) : H=0.73
(Nil ist ein Extremfall)

¢ Theoretischer Zusammenhang mit dem Persistenzparameter:
d=H-0.5 (manchmal nicht gut erfiillt, s. spater)

¢ Prinzipielles Problem:
Langsame Instationaritaten (sehr lange Mittelwertdrifts), die
durch Trendtests nicht erkannt werden, fiihren zu #>0.5 genau
wie "echte" Persistenz
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Hurst-Koeffizienten Nil (Hurst 1951)
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log q

Lehstenbach Hurst-Statistik

— - Abfluss, H=0.84

——Regen, H=0.63

log k
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log q

Steinkreuz Hurst Statistik

3.9

34 T — Abfluss, H=0.96 2
— Regen, H=0.68

29 T

14 7

09 T

log k
Im Regensignal ist ein endliches Geddchtnis (Abflachen) zu erkennen

Hurst-Exponent

Hurst-Exponenten bayerischer Fliisse

0.9

0.85

Amper Donau
0.8

Ammer
0.75 1

0.7

Ort
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Bezug zur Fraktalen Geometrie

— fraktale Dimension D = 2 — H (Selbstahnlichkeit)

 Beispiel: Sierpinski-Pyramide

(http://www.bearcave.com/misl/mis|_tech/wavelets/hurst/)

Aufgabe

1. Wahlen Sie einen der Parameter des Files Datensatz.x/s aus.

2. Enttrenden und desaisonalisieren Sie die Daten.

3. Bestimmen Sie den Hurst-Koeffizienten mittels
e der R/S-Methode (stufenweise Halbierung der k),
e des Power-Spektrums,

e der Autokorrelation.
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